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Curso: 200203 21.01.2003
Prueba Final Gerrit Farber

Programa Doctorado: Automatizacion Avanzaday Robética
Instituto de Organizacion y control de Sistemas Industriales (10C)

1. Sea d sistema dado por

X =X, +u
X, =-(2+a )x,- Zax +u
y=%

conal R.

(&) Escribid la funcién de transferenciade u ay. Estava a ser la planta para € resto de este gjercicio.

Solucion:

Encontrado mediante |a transformada de L aplace:

P $xX(S) =X,(9) +U(s)
$XX,(S) =- (242 )xX,(9) - 22 %X, (9) +U(9)
Y(s) = X,(9)

b Xl(S) = Xz(S);U(S)

SXX,(5) = - (242 )XX,(9) - 2 XU 1 (5)

-2a+s
= X,(9) = S X (s
9= grmaayrm YO
s
_Y(s) _ -2a+s

=} P(s)

U(s) s*°+(2+a)+2a

g P(s) = -2a +s
Solucion de 1-a: S+(2+a)+2




(b) Realimentamos con el controlador

1
s(s+])

C(s)=

Cdculad € rango de valores de a tal que @ sistema es internamente estable. Encontrad el margen
de ganancia superior en funcion de a .

Solucion:
Mediante Maple:

P. =( - 2*al pha+s)/ (s"2+(2+al pha) *s+2*al pha) ;
. -2a+s
T S+(2+a)s+2a

C. =1/ (s"2+s);

1-b-1: Calculo dd rango de apha:
Funcién de transferencia G ddl sistema con retroalimentacion:

G =sinpl i fy((C*P)/ (1+P*Q)):
i 2a- s
f+38+2s°+sPa+3s’a+2sa-2a+s

Aplicando € Criterio de Routh-Hurwitz:
al: =3+al pha:
a2: =3*al pha+2:
a3: =2*al pha+1:
a4: =- 2*al pha:

a5: =0:
bl:=sinplify(-(1*a3-a2*al)/(al));
_9a+5+3a’
e
b2: =simplify(-(1*a5-al*ad)/(al));
b2:=-2a

cl:=sinplify(-(al*b2-bl*a3)/(bl));
37a+33a%+8a°+5

cl:= >
9a+5+ 3a

c2: =0:
dl: =sinplify(-(bl*c2-c1*b2)/(cl));
dli=-2a



Condicion de Routh-Hurwitz con a0 >0 (a0 =1)
al, bl, cl, d1>0

=> con al y d1: -3<alpha<0 (rango preliminar)

Aplicando este rango preliminar paradibujar € grafo de los denominadores y de los numeradores de
bly decl:

Segln bl y cl aphaesvalido si:
(denom(b1)>0 y numer(b1)>0) y (denom(c1)>0y numer(cl)>0) o s
(denom(b1)<0 y numer(b1)<0) y (denom(c1)<0 y numer(cl)<0)

pl ot ({denom(b1l), numer (bl), denom(cl), nuner(cl)}, al pha=-3..0);

numer(bl)=
denom(cl) denom(bl)

numer (cl)

r-20

[-25

El grafico muestra que es suficiente encontrar €l cero del numerador de ¢l que esté arededor de-
0.15, € cero tiene que ser redl.

eval f (sol ve(numer(cl)));
-0.156026264 , -1.984486868 + 0.2598994556 1, -1.984486868 - 0.2598994556 |
=> rango de al pha:
-0.156026264 < dpha < 0

Soluciéon de 1-b-1: -0.156026264 < alpha < 0




1-b-2: Calculao de margen de ganancia:
Multiplicando P con la variable k, se obtiene una nueva Funcién de Transferencia Gk:

G:=sinmplify((Ck*P)/ (1+k*P*Q));
. (2a- s)k
Gki=- — 3 2. .3 2
sT+3s’+2s°+s’a+3s“a+2sa- 2ka+ks

s: =l *w

(2a- wi)k
wh- 31wi-2w?-wlPal- 3wa+2lwa-2ka+kwl

Encontrar una k tal que la parte imaginaria de Gk sea cero y la parte red sea-1:

& _re:=sort(sinplify(evalc(Re(Ck))),w;
Gk re=k(-3aw'- 3w'+6aw’+6a’w’+kw’+4ka’) /(W+5w'+a’w
-6kaw+4w'- 6kw'+5a*wt+ 12 a’kw?+ k*w?+ 12 ka wi+ 4 a’w?
+ 4k a?)
G_im=sort(sinplify(evalc(ImCk))),w;
Gk_im=- k(-w'+2w+9aw’+2a?w?- 4a®)w /(we+5w+a’wt- 6kaw’

+4w*- 6kw*+5a’w+ 12a%kwi+ KEw?+ 12ka w?+4a’w?+ 4k?*a?)

Encontrar 1os ceros de la parte imaginaria de Gk:
G_im num =nuner (Gk_i m;
Gk im num:=-kw(-w*+2w?+9a w +2a’w?- 4a?)

y aplicar los ceros a la funcion que representa la parte real de Gk:
zeros_Ck: =sol ve(Gk_imnumw);
J4+2J4+36a+73a2+36a3+ 4a*+18a +4a’
2 )
J4+2J4+36a+ 73a’+36a’+4a*+18a+4a’
2 )
J4a- 2 a+r3%a+73a?+36a+4a" +18a+4a’
2 )
Ja- 2 a+36a+73a%+36a°+4a’ +18a+4a>
) 2

zeros Gk:= 0,




Seguimos solamente con "valor_Gk_re[2]" y "valor_Gk_re[4]",
porque los demés son positivos o estan incluidos.

eval a(val or_Gk_re[1]);
1

eval a(val or _Gk_re[2]);
2K(2k- 2a%- 15a%- ,/4+36a+73a%+36a’+4a*a- 25a
- 3J4+36a+73a2+36a%+4a*- 6)

eval a(val or _Gk_re[3]);
2k(2k- 2a%- 15a%- ,/4+36a+73a’+36a°+4a*a- 25a

- 3,J4+36a+73a2+36a%+4a*- 6)

eval a(val or _Gk_re[4]);
2Ki(2k- 2a°- 15a%+./4+36a+73a’+36a%+4a%a- 25a

+3,/4+36a+73a2+36a%+4a* - 6)

eval a(val or_& _re[5]);
2K(2k- 2a%- 15a%+,/4+36a+73a’+36a°+4a*a- 25a

+3,J4+36a+73a2+36a%+4a*- 6)

Al fina & nimero de funciones de k son dos:
k1l: =sol ve(eval a(valor_Gk_re[2])=-1,k);
a’ 15a2+J4+36a+73a2+36a3+4a4a ,5a 3

Kl=Z+—3 7 2

. 3./4+3a+73a’+3Ba+4a’
4
k2: =sol ve(eval a(val or _Gk_re[4])=-1,Kk);
a3+ 15a® Ja+r3Ba+73a’+Ba’+4a’a ,%a 3

K2:==+—4 4 4

344+36a+73a%+36a°+4a’
4




pl ot ({ k1, k2}, al pha=-0. 157..0);

] k3

r2.58

K1

0.5

K2

014 D012 01 008 008 004 002 u

alpha

=> Dibujando k1 y k2 en e rango de alpha se encuentra que k2 siempre es mas pequefio que k1, por
lo tanto la margen de ganancia es la funcion k2.

Solucion de 1-b-2:
k2:

a® 15a® J4+36a+73a’+3F%a’+4a’a . %a 3

2 4 4 4

] 3./4+36a+73a’+36a%+4a’
4




(c) Sea a =-2. Disefiad un controlador tal que € sistema realimentado sea internamente estable y
capaz de seguir sefides en e rango de frecuencias angulares hasta 10 Hz con un error menor del 1%.
Comprobad & controlador obtenido mediante simulacion con diferentes sefiales y observad su
degradacion fuera del ancho de banda especificado.

Solucion:

Aplicando alpha= -2 ala planta

al pha: =-2:
P: =( - 2*al pha+s)/ (s"2+(2+al pha) *s+2*al pha) ;
4+s
P =
s?- 4
s:=(1-p)/ p:
P:=sinmplify(P);
__(3p+1)p
-1+2p+3p°
Factorizacion Coprima:
n: =nuner (P);
m =denonm( P) ;
n=-(3p+1)p

m:=-1+2p+3p?

r l:=rem(mn,p,q_1);q9_1:=q9_1;
ri=-1+p

ql=-1

r 2:=rem(n,r_1,p,q_2);q_2:=q_2;
r2:=-4

g 2=-3p-4

p: =1/ (x+1);
term=1/r_2*(N-q_2*(M N'q_1)):
sinmplify (term;

5Nx+8N+7M+4xM

4(x+1)

N: =n: N: =si nplify(N);
_ 4+x
(x +1)°

M=mM=sinmplify(M;
x%- 4

(x+1)2



Determinacion de X y Y con (term= Y (s) * M(s) +X(8) * N(9) ):

Y:=(-4*x-7)/ (4*(x+1));

_-7-4x

~ 4Ax+4
X =(-5*x-8)/(4*(x+1));

_-5x-8

T 4x+4
prueba: =si npli fy(Y* MeX*N)

prueba:= 1

assign('s=s');assign('x=s");

Definimos W1 para que € controlador controle la planta hasta una frecuencia de 10Hzcon un error
méaximo de 1% :

WL: =100/ ( 1/ 20* Pi *s+1) ;

W1 = 100

ps
2 "1

LaNormainfinita de W1*M*Y*(1-Jtau]) tiene que ser mas peguefio que 1.
cal cul o: =sinplify(W*MY*(1-J[tau]));
500 (s?- 4) (7+45s)(-1+J)

calculo = - 3
(ps+20)(s+1)

t au: =0. 00155: n: =1:
J[tau]:=(1/(s*tau+l)”n);

3 1

000155~ 0,00155 S+ 1

Lsg: =cal cul o:
Lsg_p:=sinplify(eval (Lsg, s=wl)):
Lsg n:=sinplify(eval (Lsg, s=-wl)):
Lsg _abs:=sinplify(Lsg_n*Lsg_p):
Lsg diff:=sinplify(diff(Lsg_abs,w)):
Lsg diff_z:=vector(17):
Lsg diff_z:=solve(Lsg diff,w):
Lsg_0: =0:
for k to 13 do
Lsg 01[ k] :=(eval (Lsg_abs,w=Lsg diff_z[k])):
if ((Lsg_0)<(Lsg _01[k])) then Lsg 0:=Lsg _01[k] end if;
end do:
Lsg_O;
0.9911463304

limt(Lsg_abs, w=infinity);
0.



Determinacion del controlador, estabilizando y controlando la planta hasta 10Hz con un error
méximo de 1%

assign('s=s");
Q =1/ N*Y*J[tau];
Q= - (s+1)?(-7- 45)
" (4+s)(4s+4) (000155 s+ 1)
C=sort(sinmplify((X+MQ/(Y-NQ),s);
0.03225806452(80155. * + 240868. s + 240992. s+ 80000.)
C:=
(4.s+7.)(s+4.)s

Evaluacion del numerador y del denominador de C parala simulacion en Matlab:

sort (expand(nuner(C)),s);
2585.645162<° + 7769.935485s? + 7773.935485 < + 2580.645162

sort (expand(denom(C)),s);
4,°+23.82+28. ¢



Simulacién con M atlab:

Sine Wave 2555 6461625747760, 835985:2+7 773 035955+ 2550.645162 st
ds3+2352+28s s2r.q

Ciz) Fiz)

Et)

Diagrama de bloques de la planta con & controlador robusto.

El controlador controla la planta hasta una frecuencia de 10Hz con un error maximo de 1%:

3 (s} and R{s)

|=m oo ARE|E & &

Time offzel: 0

Sdida de la simulacién con e controlador robusto (Y (s) y R(9))
(f=10H2)

3 E(E) _ O] x|
l=m| ol AREE & &

|||"
!"




|=mm OLe ARE & & &

3 E()

|=m| ofo|AEEIE & &

MT
I

042 044 046 04

Error de la salida con € controlador robusto (E(9)). Error de lasdida con € controlador robusto (E(S)).
(f =15H2) (f =50H2)

J E(D) 3 E(t)

l=m oo ARG B & & |=k Sl AREIE &S

Error delasalida conel controlador robusto (E(s)). Error delasalidacon el controlador robusto (E(s)).
(entrada: cuadrada con un periodo de T=0.1 seg) (entrada: triangular con un periodo de T=0.1 seg)

El controlador, controla la planta para sefial es senoidales hasta la frecuencia de 10Hz con un error
maximo de 1%. Aplicando frecuencias mas grandes, € error aumenta.

Aplicando sefiales no senoidalescomo cuadrada o triangular, el error aumenta hasta 100%. Esto es
por que las sefides con saltos tienen frecuencias altas en donde esta el salto.



2. Seaun modelo de incertidumbre multiplicativa de disco con planta hominal

1
P(s) =——
() s
y funcion de incertidumbre
axs
W,(S) = ———
o(8) 0.01+1

cona> 0.

(@ Calculad e supremo de los valores de a tales que se puede conseguir estabilidad robusta.
Solucion:

P.=1/(s-1):

W2: =a*s/ (0. 01*s+1):

C =(s-1)/(s+1);
_s-1
T s+l

Lanormainfinitade (W2 x T) tiene que ser més pequefia que 1:

T.=sinmplify(P*C (1+P*C));

prod: =VR@*T;
as

Prod:= 6ot s+ 1) (5 + 2)

Calculo de la norma infinita:

S:=wWrl:

prod_p: =pr od:

S:=wl:

prod_n: =prod:

prodabs: =si nplify(prod_p*prod_n);

10000. a2 w?
(-1 w?- 10000.) (-1 w?- 4.)

prod _diff:=diff(prodabs,w);

prodabs =

2 2.3
prod_diff:= : 20000. a“w . 4 20000. a;w
(-1 w"-10000.) (-1 w™- 4) (1 w?- 10000.) (-1 w?- 4.)
20000. a?w®

+

(-1 w2- 10000, ) (-1 wP- 4.)



Los ceros de la derivada son los siguientes, con tres valores reales:
zero: =sol ve(prod_diff,w;
zero = 0., 14.14213562 |, -14.14213562 1, 14.14213562 , -14.14213562
w. =zero[ 1] : sinplify(prodabs);
0.
w. =zero[ 4] : testl:=sinplify(prodabs);
testl := 0.9611687814 a°
w. =zero[ 5] : test2:=sinplify(prodabs);
test2:= 0.9611687814a°

sol ve(test1=1); sol ve(test2=1);
1.020000000 , -1.020000000

1.020000000 , -1.020000000

=> La norma subinfinita debe ser mas pequeiiaque 1
y positivo => El valor supremo de "a" es 1.02

Soluciéon de2-a; a =< 1.02

(b) Seleccionadun vaor de a inferior a obtenido en el apartado anterior y disefiad un controlador
robusto.

Solucion:
Tomando "a": a=1.005 y cambiando €l Unico cero de W2 para que T2 no tenga un cero en € ge
imaginario.
P.=1/(s-1):
W2: =a*(s+le-8)/(0.01*s+1);
_a(s+01107)
W= ors+1
a: =1. 005;
a:= 1005
Step-1: Factorizacion Coprima:
s:=(1-p)/ p:
P.=sinmplify(P);
- p
-1+2p
n: =nuner (P) ;
m =denonm( P) ;
n=-p
m=-1+2p

r_l:=rem(mn,p,q_1);q_1:=q_1;
r1:=-1
ql=-2



p: =1/ (x+1);

1

P=3+1
term=1/r_1*(M- N-q_1):
simplify (term;

-M- 2N
N:=n: N =sinplify(N);

1

N:= 1
M=mM-=sinmplify(M;

_ o x-1

T ox+1

Determinacion de X yY con (term= Y (s) * M(s) +X(8) * N(9) ):

Y:=1;

Y=-1
X = 2;

X=-2

Step-2: Solucion del problema model - matching:
Tl =sinplify(W2*NX);
1 = 0.2010000000 10°° (0.100000000 10°x + 1.)
' *° + 101 x + 100.

T2: =simplify(- W*NM ;
T - . 01005000000 10° (x- 1.) (0.100000000 10°x + 1.)
' (x?+101. x+100.) (x+1.)

Cerosde T2:
z:=sol ve(T2);

z:=1.,-0.1000000000 1077

Evaluado en T1:
b: =eval (T1, x=z[1]);
b := 0.9950495149
A =sinmplify(1l/(z[1]+Re(z[1])-1m(z[1])*I));
A = 0.5000000000
B: =si npl i fy(b*conjugate(b)/(z[1] +conjugate(z[1])));
B := 04950617686
Gamopt:= AMN-1/2)*B*AM(-1/2);
Gam_opt = 0.9901235372



Solucion de NP:
c:=z[1];
d: =b* 1/ Gam opt ;

c=1
d = 1.004975114
Aa: =(x-c)/ (x+c);
Pl
GlL: =1;
Gl=1

Mo: =(Z+d) / (1+2*d) ;
Z + 1.004975114

Mb = 1T oode75114 7
7: =GL* Aa:
_X-1
z=27

G =sinmplify(M);
G 0.1002487557 10%° x + 0.2487557 107
" 0.1002487557 10%° x - 0.2487557 10’

Determinacién de Q_im:
Qm=(sinplify((Tl-Gamopt*Q/T2));
Qim:= 0.00009950248756 (x + 1.) (- 01012462969 10% x?+ 0.1000074114 10% x
+0.2462988786 10™° + 09925865258 10%° x*) /((0.100000000 10°x+1.)
(x- 1) (01002487557 10%°x - 02487557 10'))

Prueba de Gamma_optima:
La normainfinita de (T1-T2*Q)/Gam_opt debe ser mas pequefia que 1.
X =W+ :
Lsg: =(T1-T2*Q nm)/ Gam opt :
Lsg_Re:=sinplify(eval c(Re(LsQ))):
Lsg_Im=sinplify(eval c(In(Lsg))):
Lsg_abs: =sinplify(sqrt(Lsg_Re"2+Lsg_Int2)):
Lsg_diff:=sinplify(diff(Lsg_abs,w))=0:
Lsg_diff_z:=vector(17):
Lsg_diff_z:=sol ve(Lsg_diff,w):
Lsg_0: =0:
for k to 17 do
Lsg_01[ k] : =abs(eval (Lsg_abs,w=Lsg diff_z[Kk])):
if ((Lsg_0)<(Lsg _0O1[k])) then Lsg 0:=Lsg 01[k] end if;
end do:
Lsg_O;
1.000000000

limt(Lsg_abs, w=infinity);
0.9999999992



Step-3: Eleccién de Jtau] tal que Q_im x Jtau] es propio y tau suficientemente pequefio de tal
manera que (W2* N* (X+M* Qim* J[tau])) es mas pequeiio que Gamma._opt:

n: =1:

tau: =0. 00002:

J[tau]: =1/ (tau*s+1)*n;

_ 1

Joooo2 = 000002 s+ 1
X: =S:
Lsg: =factor(sinplify(V*N-(X+MQ ntJ[tau]))):
S:=wr|:
Lsg p: =Lsg:
S: = wl:
Lsg n: =Lsg:

Lsg abs: =Lsg p*Lsg _n:
Lsg diff:=sinmplify(diff(Lsg_abs, w))=0:
Lsg diff_z:=vector(30):
Lsg diff_z:=solve(Lsg diff,w:
Lsg_0: =0:
for k to 9 do

Lsg O01[ K] : =abs(eval (Lsg_abs,w=Lsg diff_z[k])):

if ((Lsg_0)<(Lsg 01]Kk])) then Lsg 0:=Lsg 01[Kk] end if;
end do:
Lsg O;

0.9886823459
limt(Lsg_abs, w=infinity);
0

Calculo de Q=Q _im x Jtau]:
assign('s=s');
Q=Q nrJ[tau];
Q = 0.00009950248756 (s+ 1.) (- 01012462969 10% s?+ 0.1000074114 10%s

+ 02462983786 10%° + 09925865258 10%° §*) /((0.100000000 10°s+ 1) (s- 1.)
(01002487557 10™°s- 02487557 107) (0.00002 s+ 1))

Cdculacion de C=( X+MQ /(Y- NQ)):
C=sort(simplify((XtMQ/(Y-NQ),s);
C:=2 (s- 1.) (02479145586 10%° s’ + 0.2493872937 10% s*+ 0.2475308817 10%'s

+ 06126837652 10%°) /(0.1002487557 10%® s*+ 04962954873 10% s°
+ 01225392777 10%° &*- 04963055370 10% s- 0.1225367543 10%)

Evaluacién del numerador y del denominador de C parala simulacion en Matlab:
expand( numer (C));
04958291172 10% &'+ 04938162962 10% §*- 037128240 10%° &

- 04938363958 10%s- 01225367530 10%°

expand(denon(C));
01002487557 108 &' + 04962954873 107 s° + 01225392777 10%° &

- 04963055370 10%s- 01225367543 10%°



Simulacién con M atlab:

I ol
[ /] '
Sine Wave - A058201172e205H 4038162062 e2257- 37 12824002052. 4038363058 e225 122636763020 1
] — - (=) and Rz
AD024ET 557 e18sH A0G20638T 2e22eH 12263027 7T e20:2 A0G30653T0e22s 1226367643 020 =1
Pz

Cig)

¥y
T+

Eit)

Diagrama de bloque de la planta con € controlador robusto.

2 ¥(s) and R{s)

|= o8 o ARR| ® & F

Time offset: 0

Salida del la simulacién con el controlador robusto (Y (s) y R(S)).

(c) Parad valor de a escogido, caculad una planta, distinta de la nominal, que pertenezca al modelo de
incertidumbre. Para dicha planta, comprobad mediante simulacion labondad del controlador obtenido.

Solucién:
Lavariacion de la planta se calcula mediante una funcion Delta que tiene su norma infinita maes pequefia que
1

Planta original:
P.=1/(s-1):
a: =1. 005:

W2: =a*s/ (0. 01*s+1):

Funcién Delta con norma infinita mas pequefia que 1.
Del ta: =1/ (s+3);




Prueba que la funcion Delta tiene su norma infinita mas pequefia que 1.
Lsg: =Del t a:
S:=wWrl:
Lsg_p: =Lsg:
S:=wl:
Lsg_n: =Lsg:
Lsg_abs: =Lsg_p*Lsg_n:
Lsg diff:=sinplify(diff(Lsg_abs,w))=0:
Lsg diff_z:=vector(30):
Lsg diff_z:=solve(Lsg diff,w):
Lsg_0: =0:
for k to 9 do
Lsg 01[ k] : =abs(eval (Lsg_abs,w=Lsg_diff_z[k])):
if ((Lsg_0)<(Lsg_01[k])) then Lsg 0:=Lsg_01[k] end if;

end do:
Lsg_O;
1
9
limt(Lsg_abs, w=infinity);
0

Calculo de la Planta nueva (Planta_tilde):

assign('s=s');

P tilde:=sinmplify((1+Delta*W)*P)
0.5000000000 (2. s> +407. s+ 600.)

P_tilde := (s+3.)(s+100.) (s- 1)

Evaluacion del numerador y del denominador de P_tilde parala simulacién en Matlab:
sort (expand(numer (P_tilde)),s);

1.000000000 s? + 203.5000000 s + 300.0000000

sort (expand(denom(P_tilde)),s);
s +102. 5% +197. s - 300.



Simulacién con M atlab:

I ol
[ /] '
Sine Wave A058201172e205H 4038162062 e2257- 37 12824002052. 4038363058 e225 122636763020 24203 H2+300 ST
_—— —* =)an =,
= AD024ET 557 e18sH A0G20638T 2e22eH 12263027 7T e20:2 A0G30653T0e22s 1226367643 020 5310252+ 1075200

Py
Ciz) &)

y

L =0 4

Diagrama de blogues de la planta con e controlador robusto.

b ¥(s) and R{s})

|Z=mE[oL o AGEE & &

Time offzet; [

Salida del 1a simulacion con € controlador robusto (Y(s) y R(s)) con una frecuencia bgja.

3 ¥{s) and R{s)

|[Emrce o ARE L& S

Time offzet; 0

Salida del la simulacion con el controlador robusto (Y (s) y R(S)) con una frecuencia mas alta.
En este caso, la perturbacidn de la salida es mas pequefia, pero sigue seyendo estable.



