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Tema I Sistemas Lineales invariantes en el tiempo

I.I

Z{ x(t) = Ax(t) + Bu(t) (EE)
y(©) = Cx(t) + Du(t) (ES)

I Es despreciable porque muy rara vez aparece.

AeM (R)
BeM, (R)

x(t)
x(t) = eR ", teR ; vector de estado del sistema

x, ()
CeM,, (R)
()
u(t) = eR ™; vector de entrada (input)
Lu, (O

y(®
y(t) = € R 7; vector de salida (output)

Ly, (©

i dx(t) ]
d &
}.((t>=);<:>: U(A)={/1€C;existex;t0 Ax=ﬂ,x};
dx,, (©) x € 6(A) & det( A, —A)=0
L dt

(EE) y (ES) se dice que es la descripciéon de X (sistema) interno o por las variables de
estado.

Aplicando laplace a  x(t) = Ax(t) + Bu(t)



sx(s)—x, = Ax(s)=Bu(s)

y(s) = Cx(s)

suponiendo x, =0}

(sI, —A) 2(5) =B 1A1<s)
x(s) = (sl — A" Bu(s)(s & 6 (A))

y(s)= C(sI, — A)"Bu(s)

G(s)=C(sl, - A)’l B| matriz de transferencia de 2.

N N
y(s) =G(s)u(s)| via experimental descripcién externa.

C} CL s—a} alz a]n b} b
e a; s—ai —al
G(s)=| . : ) :
Gy Chll a a, s—a, || b b,
ad}} .eu:ljl2 adj;
I
G(s)=——C B
det(sI, — A) . 5 .
adj, adj; adj;

adj es el determinante que se obtiene de suprimir la fila i y la columna j afectado de

(_1>i+j

orado <n
adj; /
det(sI, —A)
\

Fraccidn racional estrictamente propia.

orado n

1.2

x(t) = eAtX0 + ‘[:eA(tﬂBu(T)dT

suponiendo t, =0;

At A’t?
S+ +
1! 2!

A
e =1

J=S"'AS (Jordan de A)



Si ] = Diagonal = e = s s

y(©) = CVx, + C[ X Bu(z)de
1.3 Equivalencia algebraica

}_((t) =Tx(t) T eGl(n, R ), matriz invertible
x(t) = Tx(t) = TAT" x(t) + TBu(t)

y(©)=CT ™ x(t)

> y > tienen la misma matriz de transferencia.

1.4 Controlabilidad

x(ty) =x,

x(t)
\ x(t) =x,

supongamos un estado en 2 momentos

X(t) u (t)

eR *

existe un control u(t) tal que x(t) calculado u(t)

D es controlable si V tot, v V x,x

1

verifique que x(t,) = x,y x(t,) = x,




U A1) * A(to 7)
tyt)= [ B - dz

%,_/ e H,_a%f_/ ; matriz Gauniana de
xn DNXmM mxn  pyn
controlabilidad
B" = Transpuesta de B
A= Transpuesta de A
Teorema:

I.- X es controlable
2.- W(t,,t,) esinvertible = det #0

3.- rango (BAB---A"'B)=n
Si w(t,,t,)es invertible para un t, ¢, lo es para cualquier par ty,t,
Cayley Hamilton
rango (B AB -+ A"'B)=rango (B AB --- A™'B A"B)

Si QA(t):det (tIn —A) =t" +alt"’1 4+.ee42a"

A" +a A" 4, A " =0 AT = (1, A AM)
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1.5 Sistemas no controlables, subsitemas controlables

Z{ x(6) = Ax(t) + Bu(t)
y(0) = Cx(0)

> es controlable <> rango (B AB --- A“’IB) =r{n
\—’\K—J

n
x,x, €R

Lema:

Si (A,B) es controlable, entonces (TAT'1 ,TB) T € Gl(n,R ), también lo es:

(Ia controlabilidad se mantiene por cambios lineales de las variables de estado)

C(TAT", TB) = (TB(TAT )TB)Y(T’AT " )(TB)++(TA"' T )TB=—~—_
== (TB TAB TA’B --- T"'B)=T(B AB A’B - A"'B) = rang

(TATYTAT ) =TA*T"

rang C(TAT’I,TB) = rang C(A,B)



TM = rang M =rang TM
Cinvertible

(B AB A’B --- A™'B):R™ —R"

I.(B AB A’B .- A"’IB) a un subespacio vectorial de R ":S

dimS=r

S es invariante por A: Si x e S= Ax €S

ST
u

Im

21

x=(B AB A’B -+ A"'B)=| ! |=B

2m
u
nl

nm

u

Ax=AB  +A’B, +--+A"'B |

An=[T+[A+-+1 A"

I,B, +1AB, +---+1 A"'B
= AxeS
Vi
(V,+-+V,)basede S 'V, = :
\Y4

In

(Vi VooV eV, base de R

T=(V,---V, -V ) invertible

cambiando de variable x = T 'x

m
11 11
u u
© |+AB|
Im Im
u u
— —
ul u2
m
Cayley Hamilton



A —)z& =T AT A =matrizde A enlabase T
B—>B=T'B
C—>C=CT

Ao A /}12 B B (—::\-(—:1 ézJ
0 Ax 0

debido a que S es invariante por A

Teorema

I.- (Z’\“ ,I%1 ) es controlable

2.- (%(t) =A E(o)+ B u(t) /L_, subsistema controlable de X, tiene

3- y()= C &) la misma matriz de transferencia

que X

Ejemplo, encontrar el subsistema controlable

01 00 0
1 -1 0 0 0
=10 1 1 0|®7o
1 0 01 1
0000
0000
k=o 00 0 rango k=1
élél
A{)AZB
AB A’B
0 0
0 0
Imk=0= O,ZER =S
1 A



- o O O

base de S =
01 00
buscde R =[O b Vg
ase de o 0 0 117
1 0 0 1
* %k k%
_ 0 * = =
A=T'AT =
0 * = =%
0 * = =
0 00 1f0 1 O 0[O 1 O O] |1 0 0 O
T’110001_1000010 00 1 O
{01 0 0/O 1 1 00 O O 1| |01 -1 0
0O 01 040 0 O 1)1 0 0 O 00 1 1
B=T'B=

A=[]; B=[1]; C=C-T; subsistema con r=1

1.6 Observabilidad

Dado X se dice que es observable si cualquier estado x, de t, se puede determinar de

forma tnica a partir del conocimiento de u(t) y y(t)en [to )t ](tl o).

2z
x(t)
u(t——> ——y(t)




y(©) = CeXxy + [ Ce*Bu(r)dr = Ce*x, + [ CeBu(r)dr

observable <> que la igualdad interior implique x, = XIO

Alt-tg) _ (Attg) ! !
C x, =C X, = X, =X,

Alt-t A% (t-t.)? - t-t,)
CA“*”xO:C(Im (e-to)  AT(E-to) +~--]=C+t S caql 2°> CA? 4 -
!

1! 2! 11
Teorema
C
CA
2 es observable si y solo si el rango de . =n
CA n71
%{_/
Matriz de observabilidad de X
C C
CA CA
n = rango . + dim nuc . X nuc = nucleo
CA n—1 CA n—1
C
CA
2 es observable si y solo si nuc . =0
CA™
Teorema

Si Zs es el sistema definido por:

2(t) = —A'2(t)+ C'u(t)
w(t) =B"2(t)

entonces X es observable si y solo si X4 es controlable

dual de X°

*

C

CA
C(-A",C")=C" -A'C" - -A™C)=

CA n—1



C
CA

> 4 controlable = C(—A*,C*) =n = rango . =n = 2 controlable

CA n71
1.7 Sistemas no observables

Si X no es observable < . 4 no es controlable

Si ZC q de le subsitema controlable Y. " el dual de ZC 46 el subsistema observable de >

(A,B,C) = (—A*,C*,B*) - (-All,éll,él >———)(-A1],]_311 ,(_:1)

donde

Realizacién de sistemas (invariantes en el tiempo)

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

AeM (R)
y(©) = Cx(t)
BeM, (R )
R—-C
CeM,, (R)
L = y(s) =Cl —A)'B-us)  conx, =0
[N A W
entrada matriz de transferencia  salida
racional estrictamente
propia

y(s)=H(s)-u(s); H(0)=0
En la préctica lo que se obtiene es:
y(s)=HC(s)-u(s)
1

1
H(s)= Z s* 1+ L= ]il((ss)); grad a(s) ( grad b(s)

st +1 s

Problema: Existen matrices A,B,C de tamafios convenientes tales que:

H(s)=C(sI, —A)"'B

dato
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Fila Columna . _
ntmero de variables de estado de la relacién,

C p n

si este nimero es minimo, la realizacién se
B n m

se llama minimal
A n

Entonces, si existe A,B,C verificando H(s) = C(sI , — A)_l B existe una relacién de H(s).

I)Realizacién controlable estandar

p(s) = minimo comtn multiplo (mem) (denominadores del elemento H(s))

Ejemplo:
St
~ 1 =
s s+1
e — 1 1 n = 3 (fila) . e .
()= s° — st m =2 (columna) pE)=s"("-D=r=
Coa
L s—1 s

p(s)=po +psttp s +s

R R R
Ry 2 3

s(s>-1)  s°(s-1) 0 0 -1 0 0 -1 1 1
p(s)H(s) = s s> -1 |=]0 —1[+¢ 0 O [+s°][1 1 |gs’]0 0O
sz<s+1) s(s2 -1) 0 0 0 -1 1 0 1 1

En general:

p(OH(s) =R +sR; +--+s"R ;s R, eM, (R )

Una realizacién de H(s) viene dada por:

0, . 0, 0,
N m n O
A= 0, . 0, :mr x mr
0, 0, 0, .
|~ Pol -pil _Pr—IIm_



p(s) = —s 45
po =0

= n=mr

Ademis (A,B,C) es controlable y se llama realizacién controlable estindar.

Retomando el ejemplo anterior tenemos que:

N\
A,
T
m o)
[v] M
— r~
= <
) .
e :
= :
g o)
S <
T = 1 < [as}
© olo olo oo — g <
= o
| | |
© 0OI0 ©OI0 OI— O 2 2P
1 | 5O <
I 2 =
o N [3;
g o0
1
=
.~ [
T 1 — O — g O —~1I0O IO IO O
© oo oo ~oo T2 T =5 | | |
© colo o~ oo © T — o & — 919 90 o0 ©
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2)Realizacion observable estandar

Utilizaremos el mismo ejemplo de H(s), pero partido por —, es decir, en
s

potencias de —.
s

Antes:
SR 1
i s-{-l s1 1 1 1 s+1
Ho=\3 2| caq=atatet
s© — s s© — s s s
1 1 1 1 1 1
= o =4+
L s—1 s s—1 s & §°
Por lo que ahora H(s) se escribira:
| 1 LS S R S
. 151 | s+1 s iz s’
H(S)z 2 1:74—7‘{‘7‘{‘ 7
sT — s s s s
1 1 1 1 1
e -
| s—=1 s s* s° s |
0 1 2 3
1 1 0 -1 0 1 0 -1
1 1 1 1
el S0 ool T 1o
Una realizacién de H(s) viene dada por:
_ 0 0 -
P P P P
0 I O :
P P P P
A= : Op Op Iprx pr
0 0 0 I
P P p P
POIP PIIp _Pr—llp_
L,
L,
B=| . |:prxm; C=[IP OP OP]:por
Lr—l



Ademas, esta realizacién es observable y se llama realizacién observable

estandar.

0
1
1

M
o o o '© © ©o/lo © oo © ©
c o o m © o oo — © m c o o
O 0O 00 0 O~ 0 0Ol o o
cccocococoocoo o~
c o o m © —~ oclo © © m ©c —~ ©
0 O~ 0 o0 0 0o Ool—~ o o
ccococococoocoo oo
©c —~ © m © o oo o © m c o o
— o Om o o oo o OLW o o o
cocoocloococooo oo o
o o o m © o 0olo o o m o o o
o o o o o clo © clo © ©
<

0 0 O
0 0 O
0 0 O

0 0
0
1

=
a.
Il
I
©O O olo o 000 00 O —
| | |
S O OO0 O O — OO0 — O
| | |
O 0O 00 0O O — O Ol— o o
\\\\\\\\ e
© o oloooloo —~o oo
| | |
O O 00 O 00 —~ 0OI0 O O
| | |
o o ol oo —~o0o olo o o
\\\\\\\\ —————m b ——
©O O OO0 O = O O Olo o O
| | |
© o olo —~olo O 00 O O
| | |
O 0O O0O—~ 0O 00 O OO0 O O
\\\\\\\\ T
O O -0 © 00 o olo o O
| | |
© — olo o clo o olo o o
| | |
—~ O 0OI0 O 010 © 010 O O
on
&
<
-
Il
- 1
T
A =
© O <
&)
N — |
Il
on
&
e
=

El problema de la realizacién H(s) tiene solucién y no es dnica.
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1.8 Realizacién Minimal, Grado de Mc-Millan.

R(s); p x m racional propia

Sabemos que existen (no L'micas) A,B,C tales que



CsI, —A)'B=R(s)

(AB,C) es una realizacién minimal si se cumple C(sI — A)71 B =R(s) con la “n” menor

posible.

Obtencién de una realizacién minimal

1 1
R(s)=7L0+—2L1+-~; LO’Ll""EMpm (R)
s s
L, L, L.
Hi=|L, L, - L., (Hankel)
Li L1+1 L2i+1

Lema

Si (AB,C) es una realizaciéon cualquiera de R(s) con “n” variables de estado,
entonces:

rangH | <n

- 1 1 1 1
C(sIn—A)lB:7L0+—2L1+--- ~ CB+-CAB+— CA’B+:-
S S S S
%/—/

conocido

1 1 1 def 1 1 1
(I, =A) ' =-1, + S A+ A*+-- (], —A)I(In +A+SA° +j =1
S S S S

S S

I +/\/A—2/A+lz/v —%/AZ 4o
S S S

CB=L, CAB=L,--- |CA"B=L,| k=0,1,2,3,....,n
CB CAB .- CA"'B C
CAB CA’B --- CA'B CA o
=] B A ap e Aty
CA™IB ... ... CcA¥Ip CcA™!
C
CA 3
vangH, =rang . |[B AB - A™'B] < min ()

CAr—l



C
CA 1
(*) = qrang . ,rang[B AB AT B]
CA™ = n
%,—/
= n

rang MN < min {rang M, rang N}

El rango es la dimensién de N(R ") = rang N =dim N(R "); (maximo

nimero de columnas linealmente independientes)

rangMdeimMN(R < dimM(R ")=rangM
< dimN(R )

Lema

El rango de H_, es el nimero de variables de estado del subsistema controlable

de la realizacién observable estindar de R(s).

Corolario

Una realizacién minimal de R(s) es un subsistema controlable de la realizacién

observable estandar.

0 0

P P P P

0 1.0 :
P P P P

A= : 0, 0,

0 0 -0 I

P P P P

__POIp 'Ple _Pr—le_

El nimero de variables de estado del subsistema controlable de (A,B,C) es:

rang [B AB

=rang|B AB
ol

Producto tensorial de matrices

I, =181

AHB];Hr_lzrang C:A 5 ap

C
A™B]

CAr—l
- -

In

A™'B]



a}B aIZB alnB
B e aiB
A®B=
a™B - - a"B
Ejemplo
(-1 21 2 -4
|
. 31 -2 -6
-1 2
L3 4 11-8 -2
3 ="~ - -
301 3 61 -1 2
4 1 |
3 9} 1 3
12 I 4 1
0 .- 0
0 1 0 :
y . . N o e IH=IY®IP
= . . . I
P (A®B)(A'®B")) = (AA") ® (BB')
0 0O - 0
“Po -P1 " "t TP

t" + Pr’ltr'l +++-+ P, = polinomio caracteristico de A
r—1 ro__
PI, +PA,+P A7 +A, =0

P, +PA+-+P A +A" =PI ®I +PA ®I +P,A’ Q@I +--+

O

—— PLAT®I +A) ®I =PI +PA +P A +A)®I =0

rangB AB -+ A'B]=rang[B AB .- A'B]=[B AB .- A™'B]
Ejemplo
S p(e)=s -1
o= = P };(;:_E.l

s+1 2



2()

STAS =

- O O O

AB

oS O = O

S O O =

S O O =

o O O =

o O = O

3

; rangok =2

rango S =4

0O 0 O
1 00

|
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R(s) € pxm
Realizacién minimal.- un subsistema controlable de la relacién observable estandar.

Proposicién: una realizacién (A,B,C) de R(s) es minimal si y solo si es controlable y
observable.

Demostracién
Si (A,B,C) no es controlable no puede ser minimal.

Supongamos que (A,B,C) es real, controlable y observable de R(s)

(A, B,C)una realizacion cualquiera de R(s), Ac M: -

C(sl, —A)'B=C(sI, —A)'B=R(s) > CA'B=CA'B i=012,.

k=B AB - A™'B] K =[p AB - A"'B
C C
CA CA
L: . le .
CAn—l CiAn—l
CB CAB --- CA"'B
CAB CA’B --- CA"B
LK: . . =L1K1
CA™MB ... ... CA™ZIp

R ™ kR n_LyR ™ rang k = n = rang L(contol y obser)
R ™ _ M yR "M yR P {imker L=n-rang L = 0 = L inyectiva

rang LK = rang L K, < n

dime LK(R ™" )=n



Genericidad

Genérico implica que se cumple “casi siempre” (se cumple para todos los valores del
complementario de una variedad lineal)

a b
A= [ :| invertible = det #0
c d

a; by ¢
rang = 2 genéricamente
a, by, o

La idea de esto es que el ser minimal es genérico

1.9 Realimentacién de estado

%(0) = Ax(0)+ Bu(0)

, puedes realimentar a través del estado o de la salida,
realimentar = cambiar la entrada

y(©=Cx(v) por estado, son importantes para la estabilidad

()= u(t)—Fx(t), FeM

mxn

sistema realimentado, ;z(t) = Ax(t) + Br(t) + BFx(t) = (A + BF)x(t)Br(t) (X 1)

Proposicién
Y controlable =X controlable

rango (B AB --- An'lB) =n (Zcontrolable)
rango (B (A +BE)B --- (A +BF)"'B) = n (Z controlable)

% estable si A es valor propiode A A € C), R e A <0

Supongamos que X no es estable, ¢puede estabilizarse mediante una conveniente

0 1 1
B= , k= , no controlable
1 0 0
B X k 01 labl
1 2 = =
5 Ll | 2 , controlable

relacién de estado?

Respuesta: Si (y solo si) X es controlable

S

AN



11 OJ;)II 117 11 Slq”‘em
0 2+1(X’y_0 2+x y_x 2+y
A —QH+yM+2+y—x= (X+1—1@+1+1
=A2+21+2

_2_y:2
2ty-x=2 x=y=-4

o o lofel s 3 )

Siempre tiene este valor propio, no se
puede cambiar por lo que no hay
garantias para controlar
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Asignacién de valores propios por realimentacién de estado

%(0) = Ax(0)+ Bu(0)
y(0) = Cx()

de k tal que A+BK tenga valores propios arbitrarios A(AB) no

controlable = puede no haber solucién.
A+BK n xn (real) A=A, A2,...s hn); Aie C
Q(t) coeficientes reales => si A es raiz también lose s A

Teorema

Si (AB) es controlable y A=(A1, A2,..., An); Ai € C es arbitrario verificando
A=A entonces existe k tal que 6(A+BK)= 24



Lema

Si (A,B) es controlable, existe T € oA (n,R) tal que

0 1 0 0 0
0 0 1 0 :
A=TAT'=|0 0 O 0 |, b=Tb=|:
0O 0 O 1 0
a,6 a; a, a, 1]

rango (b Ab --- Amlb) =n =>rango (b Ab --- A"Jb> es invertible

teslatultima filade (b Ab --- A™'b)”

t
tA
T= .
A n—1
Supongamos

At + A tA +-+ L A" =0

1 0 0
* . 0 1 0
(b Ab -+ A"b) = =1In

tyeerty 0 0 0

0O 0 0 1
tb=0
tAb=0
tA" b =1

multiplicando por b por la derecha tenemos



Aotb+A,tAb+--+ L (A" 'b=0
[l [l

[l
A, =0 0 0 1

n—

AotAb+ A tAb+--+ A A" b =0

|
A, =0 0 0 1

etc., por lo tanto es invertible.

t tb 0
- tA : tAb :
Lo T o
TA™! TA 'b| |1
(A,B)—)(X,E) B=(E1,...£n)
[0 1 0 0 | 0 0 1 0 0o ]
0 0 1 0 ) 0 0 1 0
A+bk=[0 0 0 0 |+ O[El,. k.] =l o© 0 0 0
0 0 0 1 | 0 0 O 1
a, a; a, a, e - a, +k, a,_, +k,
- - 0o 0 0 - 0 < >
Matriz comparera
0 0 (.) 0
kl k2 ------ an_1+kn
Qi =6, =+ X = o, + ot =g+ i) = =2 )R 2)

A+bk =T '"AT+ T 'bkT = T™' (A + bk)T = o(A + bk)— A

Ejemplo numérico

0 -1 2 1
A=|-1 1 0 b=|0
0 1 -1 1

calculamos k



1 2 -3 5 -1 9

k=]0 1 3 |; obtenemos k! =114 3 5 -3
1 -1 2 -1 1
%/—/
A AR AZB
-1 3 1|t
calculamos t = (1 i 1), calculamos T = i 3 5 -3|tA
-14 14 14 5
5 -1 9 [tA
la Gltimo fila de k™'
0 1 0 0 1 0
Supongamos A=| 0 0 1; sacamosA + bk = 0 0 1
-1 3 2 —14+a 3+b 2+4c

Ahora suponemos A= {—1 d+1 11— 1'} (alo que forzamos)

Q)= —Q+c)’ =@-by—l-a=(-1)¢-1-i)¢—1+1i)

a lo que queremos forzar

= —t? +2
—2—c=1]a=-1
-3-b=0;b=-3
l1-a=2 | c=-1
k =kt
k=(-1 -3 -yt
Ejemplo valores propios
01 0 t -1 0
A=[0 0 1 det(tl; —A)=|0 ¢ —1|=¢ —ct®—a—bt
a b ¢ —a —-b t—c

m>1 /i by fuera cero hay que hacer otra cosa, es muy raro.

Sea by #0 (17 columna de b)



Sea k' tal que (A + Bk, ,bl) es controlable.
Para obtener k'

-
B AB AT B

— n—1 n—1 .
k=(b,---b, Ab;---Ab_~ A""b---A""'b_), tienerangon

reordenarla

b, Ab, Ar_lb1 linealmente independientes b,  Ab, Arb1 linealmente dependientes
b, Ab, Ao, b, Ab, A”'b, lind b, A™b, [ dep

r—1 r2-1 rq—1
b, Ab, - (b, Ab, A™'b, b, Ab, ATb, - b Ab  A"b )=P

I -i-r2+---rq =n

0 0 0
1 0 0
0 1 0
0
\ \ 0 \
E=|0s . O's ,0s
0
I 0 0 0 |
o] r +r, r1+r2+rq_l
k' =gp™
existe k tal que (A +Bk, +bk,)=A k=k;+k
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Ejemplo
010 00

A=l0 1 1} B=[1 1| A={-112}
310 0 3

primero hay que obtener la matriz de controlabilidad

01 1:i0 1 4
k=il 1 1 4 5|, tienerango 3.".(A,B)es controlable
__0 1 31 7
011
P=|11 2 leul EOOO IlkEP'llOOO
= , calculamos =lo 0 1l calculamos k| = —g L0 -1
01 4
Y
calculando el determinante tenemos que 1- 4 = 3 = rang , .".es linealmente
independiente, si esto no fuera cierto habria que continuar con la siguiente
columna de k.
k o(A+Bk)=1

(A + Bk, +b, ) = controlable

1ol [o o] ¢ o o 010
Lorj+r b o Ti=l-— 1 “|=A+Bk =4,
3 3 303
3 10| [0 3 210
0 1 1] t
1 1 2|=C(A+Bk,,b,} T=|TA, | k,=
01 4 TA;
00 0 k,
k=|_1 41 {o 0 o} of A, +bk, [= A
3 3 - BK
2

A +Bk, +Bk, = A+B(k, +k,)



0 00 o] [oo 00 0

12 5 -1]=[3 s 2~11{25_2}35 2
T T 00 0 -

0 00 0] |03 00 0

1.10 Observadores

Z{ ;<t) = Ax(0)+ Bu(9 es medible

()= Cx() /

Un observador de X es un sistema cuyo estado Z(t) aproxima x(t) en el sentido que:
Iimr~>oo (Z(t)_ X(t)) =0
Hay 2 tipos de Observadores

Observador de orden minimo
Observador de orden maximo

Observador de orden maximo

Z(c)= Jz(t)+ Ky(t) + Bu(c)

? ?
e=x-z—>0stt—>®
Proposicién

Si (C,A) es observable y A ¢ C tal que
A=n|, A= X*existe k tal que 6(A -KC) =L

Si (C,A) es observable = (A* ,C*) controlable = G(A* + C*I—D =\
|
e %
o(A +H C)
|
% %
k=-c(A +H)

k  loencontradosiendoA c C~

{]zA—kC

AN



¢ = x— 2 = Ax(t)+ Bu(t)— J2(c)— ky(t) - Bu(t)

= Ax(t)— Az(t)+ kCz(c) — ky(t)

Ejemplo

T

u—TSin9=M.z.
2

Tsind = rniz(z-i-lSine)
t

2

—kCx(t)
=Ae+kCe=(A—-kCk =Te

I (despreciable)

mg— T cod = md—z(lcosﬂ)

dt

(M+m)°z°—mz =u—mg

=

Iimr—)oo e(t)

No lineal, para

=0

0y épequeﬁasSiﬂZ Ocos=1

;=—n;/1g6+1\1/1u
** M+m 1 2
= Y
M Ml
z z 0 1 n?g o,
. 4!z 0 0 _ﬁ 01,
X— —_— =
0 dc|0 0 0 0 110
. . M+m .
0 0 0 0 g 06
L 1M Je 4
X B
z
z
y(t)=[1 0 0 O ol por que la z es la més facil de calcular
C [}
0

1° ver si (C,A) es observable



0 1 0 0
00 -5 9
0 0 1\61 1l tiene rango 4 .". es observable
0 0 M+m o
IM

2° calcular el observador
Z(c) = Jz(t) + Ky(t) + Bu(c)
o(A—kC)=1{-2,-3,~24+i,—2—i)

supongamos

M=1Kgm=0.1Kg, [=1m

01 0 0 0
00 -1 0 1
A=lo o 0 1 PTo
00 11 0 1
3° calcular k
0 0 0 0 [1
1 0 0 0] |0
0 -1 0 11 [0 k=(o.p.7.9)
0 0 1 0| |0
N
L AT =AT | C
o By o8| |[a B v
. . 1000 o0l [1 0 00
AFCh=A+0"90 0[Tlo -1 0 n
0000 |0 0 10

Férmula polinomio caracteristico matiz

A = + (BT + (o + YA+ 1IB+8 = (A +2) A+ 3)A+2-i)(A+2+1)

a=-9 -9
B=-42 ) —42
v =148 148

8 =464 464



-9 0

-9 1 0 0
A kC -42 0 -1 O . 1 . -42 1
J=A- =148 0 0 1 . observador =z = Jz — 148 y+ 0 u
464 0 11 O 464 -1
; =Je
e 0 0 0
po] O iend locidad e > =
T]T = 0 0 L2k 0 , tiende a 0 a velocidad e =
0 0 0 Pk
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Observador dindmico de orden minimo
z{ x(0) = Ax(t) + Bu(t)
y(0) = Cx(t)
i(t): ...... Z(t)z X(t)
Z(t)- x(t) >0 t—> 0
n n (variables) n-——p variables de estado que se pueden conocer,
solo necesitamos aproximarlas
y
y = G pxn p<n
Yp
Hipotesis (genérica)
rang C = p (méaximo)
D|n-p
T= C la D més facil que se encuentre para que sea invertible
p
n
1 0 1D

invertible

_ 1 0 2
x=Tx si C= 11 1; T=|1 0 2}(:



y=CT 'x

[JHHWP o 1 ]

p ﬁlas n columnas

D
c=[x, X, C|=XD+X,C

X, =0, X, Ip
Ejemplo
4
1 0 O 2 0 0
1 0 2 L0 o 1 3 | o 01 0
-1 1 1 2 - 1o 01
-1 1 1 -1 1
L
(\’ Determinables experimentalmente
Xnp+l Y1
= [O IP];( = =| : solo es necesarios aproximar §1 R ,§H_P
Xn Yo

supongamos C = [0 I, ]
|:X1:| }H_P

X =
X, } P

ol in=p [A, ALTTX B X -
by p{ r }{ H l},yz[o IP{ } =%
X } p Ay Ap X B, X,

X, =A X +A X, +Blu=A X, +A,y+Bju
R —

\% \%

Z=A,X

X, =A X +A,X, +B,u

Z=y=Ayy—Byu



Lema
Si ((0 IP ),A)observable = (A21 ’All) es observable
A21
rang Ay Ay
n 2
A 21A 11
AzlAn_P_1 11
Hipotesis
((O I . ),A) es observable
podemos aplicar el método anterior al sistema

Xi=A, X+V
7 =AyX,

A

X1 = (A11 —kAlz))/\(1+kz+V; k tal que (i(Al1 —kA12)c C

/

QSPGCU‘O

.
A

X1 =(A,, kA, ) X1+ k(y—Any —Bzu)+\/

derivadas de salida (matematicamente correcta pero inadecuada)

W+)A(1—ky

w=Xi—ky=(A; —~kAp, )w+ky)+ k(}—Azzy—Bzu)+Alzy+Blu —ky=

(All _kAlz)W+ (All —kA), )k)’ —kApy—kByu+Apy+Bu=

V.V = (Au _kAlz)W+(B1 _sz)u+((A11 _kAlz)k_kAzz +A12)Y




e=Ap X, +A12Y+Blu_(A11 _kAzl)Xl_kAzlxl —Apy—Bju
e:(All _kA21)( X =Xi )
f\ J

e =( X, —)A(l ), G(])CC7

A
w—> X1 =w+ky =X

Ejemplo

facilmente medible

supongamos

M=1Kgm=0.1Kg, [=1m

0 1 0 0 0
« |00 -1 0 1
oo o 1 o "

0 0 11 0 -1

z Sélo necesitamos observadores para estas 3
X = ?

0



C=l0 0 0 lh=2

R
C

con esta C obtenemos V4

0 -1 0 000
Ay=l0 0 1| A,=|0 0 0 Ay=[1 0 0} A, =0
0 11 0 000

01 0 0=] [0
. oo -1 o]z |1
2=lo 0 0 1]0|Mo
00 11 0[6] |-1

oA, —kA,)=1{-3, -2+i, -2-i}

—
0 -1 0 7 1 7

w=[[0 0 1|-|-28[1 0 0O]jw+| 0 [u+g-28]y

0 11 0| [-92 -1 —92

3
o 0 -1 0 o -a -1 0
k=gl = [0 o 1|-|pf1 0 o]=|p o0 1
Y 0 11 0 Y y 11 0

A o+ (11-BA-y-1la=(A+3),(A+2-1)A+2+1)



111 Observadores y Realimentacién de Estado
%(0) = Ax(0)+ Bu(0)
Maximal
(AB) controlable => 3 F tal que 6(A + BF) sea arbitrario
r=u-Fz

aproximacién de x desde

Z(c)= Jz(t) + Ky(t) + Bu(c) J=A-kC

A
y =Cx; |:C:|observab1e G(j)cC_Zezx—z—>Osit—)OO

d|x| [Ax+Br+BFz A BF Tx] [B
dc| | 7| KCx+Br+BEz+Jz || KC J+BE| 2| B[

X

- >z< R NN O

% = Ax + Br + BFx — BFe = (A + BF)x — BFw + Br

;Z]e
A BF I OTA+BE BET I 0
LC ]+BF}:L 1}{ 0 ]}{—1 1}

A BE
{A—] BF+]}

kC

A BF A+BF BF
G|:A_] BF+J:({ 0 J:|=G(A+BF)UG(])



¢ C~ yestopasasi 6(A+BF) c C-y G(])C C-

H_J

0 J

A+BF BF
(@) es estable si ©

st (A,B) es controlable o mas generalmente st (A,B) estabiliza

Minimal
%(0) = Ax(0)+ Bu(0)

y=lo IJ X =xz

Xi = (A, kA, )Xi+kA, X, +A,X, +Bu

z=A, X,
- X,

2n X, |n+n-p=2n-p
z A
- X

A
ALX +ALX, + BI(F1 X1+F2X2)

X, | = Ay X +A,X, +B2(F1 X1+F2X2)

(Ay — kA, ) X1+ KAy X, +A X, + BI(FI i+ szz)

Ay A +BE B F X
=l Ay AptByL, B,F, X,
kA, A, +BE, A, —-kA, +BF |X,

‘ v |




A+BF

" I
1 0 0] [1 0 0] [A,+BF, A,+BF,  BF
0 1T 0MO I 0|=|A, +B,F, A, +B,F,  B,F
-1 0 I| |I 01 0 0 A, —kA,,

A
" j| es observable si (A, B) es obsevable

6(M) = 6(A +BF) U (A, —kA,,)c C™ yaque {A
21

1.12 EI DDF (Disturbance Decoupling Problem)

;(=Ax+Bu+Sq

u
[B S] |:CJ indeseable

\

entrada
x = Dx
Problema

Existe una realimentacién u=Fx tal que el sistema

x = (A +BEF)x +Sq
z = Dx, zno depende de q?

x(t) _ e§/3+BF)t T je(t—‘r)(A+BF)Sq(T)dT
0

t
2(1) = e£3+BF)t + DIe<t71)(A+BF)Sq(T)dT
0

0!
DDP tiene solucién si existe F tal que DJ. =0

(=)J -+, ckerD (pertenece al nucle de D)
0



- : A +BF A +BF
o (FmT(A+BE) =1, +(t_1)(11)+(t_r)2()+...

2

Sq(t)el,, S

s s [ 9, s 5y
Pl=ag] et

s s, |l 9. H 5y

Sq(t) =S(7)

j.Sq(’r) +(A +BF)Sq, (1) + (A + BF)*Sq, () +---dt

= sl (6) + (A + BE)sl, () + (A + BF) sl () +-+-

(A+BE)" =1[I,, -, (A+BF)"!]

D(SI, (6) + (A +BE)SI, (t) +---)= 0 < ¢+ (A +BD)g+---+ (A + BF)" s
gc kerD ¢=1,S

m

Teorema, el DDP tiene solucién st
¢+ (A+BD)c+-+(A+BF)" s ¢ kerD
17/06/02

%(t) = Ax(t) + Bu(t) + Sq(¢)
y(t) = Dx(t) Dz=C

Problema

Encontrar F tal que

u=Fx y x(t) eslasolucién de ;c =(A +B{)X +Sq, x(0)=x,

entonces y=Dx
<A +BF |S> ¢ kerD

s=1,S

<A +BF |S> =S+ (A+BF)S+...+(A+BF)"'S



Enunciado del DDP “Abstracto”

Dados A:R " >R "
B:R "R *
ScR * y kcR *

estudiar se existe F:R " — R ™ tal que <A + BF [S>ck
Subespacios (A,B) invariantes
Ve R "es(AB)invariante siexiste F:R " -5 R ™ tal que

<A+ BF>V ¢V

Lema

V (AB) es invariante <>[AV ¢V + I.B

=S)WVWveV Av+BFveV = Av=-BFv+w,weV
<)Sea (ul, ,ud)basede\/

Av, =w, —Bu,,w, e V,v,e R "
F:VoR ™ Fy(u)=v,i=1l-d

1

Sea FF una extensién de F, a R *
FR "R ™
F(ui)(',:vl-; i=1---,d

(A+BF)(u,)= Au, +BFu, = Au, +Bvu, =w, —Bv, +Bv, € V

1

S(AIB; R n)= {subespacio (A,B) invariante}
S(AIB;k) = {subespacio (A,B) invariante c k}
k es el subespacio de R "

Lema
V,,V, e S(A,B,k) =V, +V, e S(A,B;k)

V. ck 1=12
V,+V, ck



B familia de subespacios de R " cerrado por suma :
SyZeR =S+ZeB
Lema

*
Si B es cerrado por suma, existeun V. € B tal que :

VeV WV VeB

%*
V' subespacio de maxima dimensién de B

VeB V4V eB:dim(VJrv*‘zcumv* V4V =V :vcv*)

Proposicién

Para todo subespacio vectorial k de R ™ existe un tnico subespacio (A,B
p P

invariante contenido en k: sup S(k).
Teorema

El DDP (abstracto) tiene solucién si y solo si
sup S(k) > S
comprobacién
Sea V' =sup S(k)yseaF: R " >R ™ tal que (A+BF)V ¢ V'
<A+BE>c<A+BHV >=V +(A+BE)V +--+(A+BF)"'V’
(A+BF)’V" =(A+BE)(A+BF)V")

solo si

<A+BF|S> ¢ k <A+BF |S> S(A+BF) invariante

S c<A+BF|S> ¢ sup S(k)



