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Tema 1   Sistemas Lineales invariantes en el tiempo 
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(EE) y (ES) se dice que es la descripción de Σ (sistema) interno o por las variables de 
estado. 
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adj es el determinante que se obtiene de suprimir la fila i y la columna j afectado de 
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1.3 Equivalencia algebraica 
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1.4 Controlabilidad 
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controlabilidad 
   ∗B = Transpuesta de B 
   ∗A = Transpuesta de A 
 
Teorema: 
 1.-  Σ es controlable 
 2.- )t,W(t 10  es invertible 0 det ≠⇒  
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1.5 Sistemas no controlables, subsitemas controlables 
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 Lema: 
 Si (A,B) es controlable, entonces )Gl(n,T TB),(TAT- R∈1 , también lo es: 
(la controlabilidad se mantiene por cambios lineales de las variables de estado) 
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  debido a que S es invariante por A 
 
 Teorema 
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Ejemplo, encontrar el subsistema controlable 
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1.6 Observabilidad 
 
Dado Σ se dice que es observable si cualquier estado 00 tde   x se puede determinar de 
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1.7 Sistemas no observables 
 
Si Σ no es observable econtrolabl es nod∑⇔  
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Realización de sistemas (invariantes en el tiempo) 
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En la práctica lo que se obtiene es: 
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Problema:  Existen matrices A,B,C de tamaños convenientes tales que: 
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1) Realización controlable estándar 
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En general: 
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Una realización de H(s) viene dada por: 
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Además (A,B,C) es controlable y se llama realización controlable estándar. 
 
Retomando el ejemplo anterior tenemos que: 
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2) Realización observable estándar 
 

Utilizaremos el mismo ejemplo de H(s), pero partido por 
s
1

, es decir, en 

potencias de 
s
1
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Por lo que ahora H(s) se escribirá: 
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Una realización de H(s) viene dada por: 
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Además, esta realización es observable y se llama realización observable 
estándar. 
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1.8 Realización Minimal, Grado de Mc-Millan. 
 
R(s);  p x m racional propia 
 
Sabemos que existen (no únicas) A,B,C tales que 



 R(s)BA)C(sI n =− −1   
 
(A,B,C) es una realización minimal si se cumple R(s)BA)C(sI n =− −1 con la “n” menor 
posible. 
 
Obtención de una realización minimal 
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Lema 
 Sí (A,B,C) es una realización cualquiera de R(s) con “n” variables de estado, 
entonces: 
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El rango es la dimensión de )dim N(   Nrang)N( nn RR =⇒ ; (máximo 

número de columnas linealmente independientes) 
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Lema 
 El rango de 1−rH  es el número de variables de estado del subsistema controlable 
de la realización observable estándar de R(s). 
 
Corolario 
 Una realización minimal de R(s) es un subsistema controlable de la realización 
observable estándar. 
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El número de variables de estado del subsistema controlable de (A,B,C) es: 
 

 [ ] [ ]BAABB

CA

CA

C

rang HBAABBrang r

In

r

-r

?
r 1

1

1
1 −

−

− ⋅



















== L

43421

M
L  

   [ ]BAABBrang r 1−= L  
  

Producto tensorial de matrices 
 
 prn III ⊗=  
 























=⊗

BaBa

BaBa

BaBaBa

BA

m
n

m

n
2

n
1

LL

MM

LL

L

1

2
1

1
2

1
1
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 Ahora buscaremos el sistema controlable 
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R(s) ∈ p x m 
 
Realización minimal.- un subsistema controlable de la relación observable estándar. 
 
Proposición: una realización (A,B,C) de R(s) es minimal sí y solo sí es controlable y 
observable. 
 
Demostración 
 
 Si (A,B,C) no es controlable no puede ser minimal. 
 
 Supongamos  que (A,B,C) es real, controlable y observable de R(s) 
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 Genericidad  
 

Genérico implica que se cumple “casi siempre” (se cumple para todos los valores del 
complementario de una variedad lineal) 
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La idea de esto es que el ser minimal es genérico 
 
1.9 Realimentación de estado 
 

Bu(t)Ax(t)(t)x +=
•

, puedes realimentar a través del estado o de la salida, 
realimentar = cambiar la entrada 
 

Cx(t)y(t) = por estado, son importantes para la estabilidad 
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Proposición 
 Σ controlable ⇒Σr controlable 
 
 

e)controlabl Σ(n  B)A    AB  (B rango -n =1L  
e)controlabl (n  B)BF)(A    BF)B(A  (B rango -n Σ1 =++ L  

 
Σ estable si λ es valor propio de A 0λR  λ <∈∈ C),(  
 
Supongamos que Σ no es estable, ¿puede estabilizarse mediante una conveniente 
relación de estado? 
Respuesta: Sí (y solo sí) Σ es controlable 
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 Asignación de valores propios por realimentación de estado 
 

  Bu(t)Ax(t)(t)x +=
•

 
Cx(t)y(t) =  

 
de k tal que A+BK tenga valores propios arbitrarios λ(A,B) no 

controlable ⇒ puede no haber solución. 
   
  A+BK  n x n (real) λ=(λ1, λ2,…, λn);  λi ∈ C 
 
   Q(t) coeficientes reales ⇒ si λ es raíz también lose s λ  
 
 Teorema 
 

Si (A,B) es controlable y λ=(λ1, λ2,…, λn);  λi ∈ C es arbitrario verificando 
λ= λ  entonces existe k tal que σ(A+BK)= λ 

 
 
 
 
 
m = 1 
 
 
 

Si quiero 

-1+i 
-1-i 

Siempre tiene este valor propio, no se 
puede cambiar por lo que no hay 
garantías para controlar 
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Lema 
 
  Si (A,B) es controlable, existe T ∈ σλ R),(n tal que 
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Determinables experimentalmente 
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Hipótesis 
 
 ( )( )AI p ,0  es observable 
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 1.11 Observadores y Realimentación de Estado 
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1.12 El DDF (Disturbance Decoupling Problem) 
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 Teorema, el DDP tiene solución si 
 
  ( ) ( ) Dker   c  sBFABDA n 1ςς −+++++ L  
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 ( ) ( ) ( ) ( )tSqtButAxtx ++=
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 ( ) ( )tDxty =   CD ≅  
 
 Problema 
 
  Encontrar F tal que 
 

   ( )txyFxu =  es la solución de  ( ) ( ) 00 xxSqxBFAx =++=
•

,  
 
        entonces y=Dx 
   
  <A + BF |S>  c  ker D 
 
  SmIS =  
 
  <A + BF |S> = S + (A+BF)S+…+(A+BF)n-1S 



  Enunciado del DDP “Abstracto” 
 
   Dados  nnA RR: →  

    nmB RR: →  

    nn ckycS RR  
 
  estudiar se existe mnF RR: →  tal que <A + BF |S> c k 
 
  Subespacios (A,B) invariantes 
 
   V c nR  es (A,B) invariante si existe mnF RR: →  tal que   

 
<A + BF>V c V 

  
  Lema 
 
   V (A,B) es invariante ⇔ AV c V + ImB 
 
   ) VwwBFvAvVBFvAvVv ∈+−=⇒∈+∈∀⇒ ,  

   ) ( )duuSea ,, L1⇐  base de V 
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  ( ) ( ){ }invarianteBAsubespacioBAS n ,R; =1  
  ( ) ( ){ }k  c  invarianteBAsubespaciokBAS ,; =1  

    k es el subespacio de nR  
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   B familia de subespacios de nR  cerrado por suma : 
 
     BZS  y Z  S ∈+⇒∈R  
 
  Lema 
 

   Si B es cerrado por suma, existe un :quetal    BV ∈*  
     

     BV     *V  c  V ∈∀  
 

   *V subespacio de máxima dimensión de B 
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 Proposición 
 

Para todo subespacio vectorial k de nR existe un único subespacio (A,B) 
invariante contenido en k: sup  S(k). 

 
 Teorema 
 
  El DDP (abstracto) tiene solución si y solo si 
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 comprobación  
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